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 要  旨 
優先的なユーザを考慮した周波数割り当てに関して，多重リスト彩色を用いたモデルが
Wang, Liu (2005) によって提案されている．割り当てる際には，それぞれのユーザに割り当て
られる色の数をなるべく平等にすることが求められる．そのような問題について，Wang, Liu 
(2005)，Qin et al. (2013)，Vishram et al. (2014) によっていくつかのヒューリスティックな分
散アルゴリズムが提案されているが，理論的な保証が得られているものはまだない．本研究で
は，最小値を最大化するような多重リスト彩色問題 (以下では最小値最大化多重リスト彩色と
呼ぶ) について，P ≠ NPの仮定のもとで最適値の定数倍の切り下げ以上を保証することが不可





2 つのクリーク𝑞𝑖, 𝑞𝑗について，E)𝑞𝑖, 𝑞𝑗* を，片方の端点が𝑞𝑖に，もう片方の端点が𝑞𝑗に属して
いる辺の集合とする．グラフのクリーク分割Qが互いに素な𝑖, 𝑗, 𝑘について次のような条件を満







一方で，𝑘-良いクリーク分割を構成するのが𝑘 ≥ 2のときNP困難であることも示した． 
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?? V,E ?????E ???? V ??????????? 2????????? G = (V,E)?????
???????V ??????E ???????????E ?????V ?????????? 1????
? (?????) ??????? (???) ??????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????????
??G??????????????? G(V ), G(E)????????????V (G), E(G)???????
???? G??????? G???????????
??? G = (V,E)??? u, v ∈ V ?????(u, v) ∈ E ????u? v ??????????u (???
v) ? (u, v)??????????????u, v ? (u, v)??????????? v ∈ V ?????????









??? G = (V,E) ?????? V = A ∪ B,A ∩ B = ∅ ??????A ??????? B ????
? 1 ??????????????? 2 ???????????2 ???????? G = (A ∪ B,E) ?
3
?????????∀(u, v) ∈ A × B, (u, v) ∈ E ????????? 2 ??????? 2 ????????
|A| = m, |B| = n???????? 2????????Km,n ?????????
???G = (V,E)?????V ??????? v0, v2, . . . , vk????? 1 ≤ i ≤ k?????(vi−1, vi) ∈ E





??? G??? V (G)?????? C ???? c : V (G)→ C ????????????? C ?????
C ????????????????????????????????????????????????
????????????∀(u, v) ∈ E, c(u) ̸= c(v)??????????????????????????
?????????????????????????????? G????????? k ??? C ???
????????????G? k ???????????G? k ????????????? k ???? G
????????χ(G)????







???? A???????????????????????????????????????? B ?
?????????????B ? A????????????????????? A???????? NP















???????? (?????????????????) ??? 3??????????? 3-SAT????
??x1, x2 ???x3 ??????????????










• v ?????????????? Lv ??????
?????????????????????????????????????????????????
???xv,c ??? v ?? c??????????? 01??????????????????????? 01
?????????????????????
maximize w
subject to xv,c = 0, ∀c /∈ Lv,
xu,c + xv,c ≤ 1, ∀(u, v) ∈ E,∑
c∈C
xv,c ≥ w, ∀v ∈ V,
xv,c ∈ {0, 1}, ∀v ∈ V, ∀c ∈ C.
? 1???????????????????????????????
• ??? G = (V,E)?
• V = {x, y, z, w}?
• E = {(x, y), (x, z), (y, z), (y, w), (z, w)}?
• C = {c1, c2, c3, c4, c5, c6}?
• Lx = {c1, c2, c3, c4, c5}?
• Ly = {c1, c3, c4, }?
• Lz = {c2, c6}?
• Lw = {c3, c5}?
????? 2???????????????????????? 2??????????????????
??? 2??????????????? 3???????????????????? 2????????
??? 2??????????
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2???? G = (U ∪ V,E)??????????????????M ⊆ E ????? u ∈ U ?????
u????? 1??M ?????????????????????????????????????1
????????????
?? 2???? G = (U ∪ V,E)??????????M ????v ∈ U ∪ V ?????M ??????
???? H = (U ∪ V,M)????????? dH(v)? v ?M ?????????dM (v)????
??????? R+ ???????? f : R+ → R ?????x, y ∈ R+ ???? x < y ???
f(x+ 1)− f(x) > f(y + 1)− f(y)????????f ?????????????
????????????U ?????? 1???????? 2???? G = (U ∪ V,E)???????





V?v ∈ V ?????? u ∈ U ?????????????????????? 2????????????













?? 2?????????????????????????????????? k ≥ 1???????
? k ????????????????? NP????????????? k = 1???????????
?????? k ≥ 1??????????????
?????NP??????????Not-all-equal 3-SAT (NAE3-SAT)????????????NAE3-






NAE3-SAT???? X = {x1 . . . xn}??????? Y = {y1 . . . yn}?????? Z = {z1, . . . zm}??
????????? zj ????????? xj,1, xj,2, xj,3 ∈ zj ????
????????? V = A ∪B ???? 2?????????
A = X,
B = ZT ∪ ZF ∪ Y,
ZT = {z1,T , . . . zm,T },





Lv = {Tk, Fk}, (v = xk ∈ X),
Lv = {Tk, Fk}, (v = yk ∈ Y ),
Lv = {Ti, Tj , Tk}, (v = zl,T ∈ ZT , xi, xj , xk ∈ zl),
Lv = {Fi, Fj , Fk}, (v = zl,F ∈ ZF , xi, xj , xk ∈ zl).











??. ?????? 1?????????????????????X,Y ????????????? xi ?
???? yi ????????????????????? Ti, Fi ????????????????xi ? yi
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? 1???????????? (????xi ? yi ???????????? Ti ???????? Fi ???
?????)??????X ? Y ??????????????????????ZT , ZF ? 1??????
????????????????????
NAE3-SAT?????????????????????? 1???????????????????
???? i??????????????? Ti, Fi ??????????????????????????
???? zl ??????????????? u, v, w ?????Tu, Tv, Tw, Fu, Fv, Fw ?????????
????? xu, xv, xw, yu, yv, yw, zl,T , zl,F ????????????? zl,T ??? zl,F ?????????
xu, xv, xw ?????????????????NAE3-SAT????????xu, xv, xw ?????????
????Tu, Tv, Tw ??? 1???Fu, Fv, Fw ??? 1????????????? zl,T ??? zl,F ???
?????????????????? 1????????????????
???NAE3-SAT ??????????????? X ? Y ????????????????????
???????? zl ?????? u, v, w ? Tu, Tv, Tw ??????????????? Fu, Fv, Fw ???
????????????????????????????Lzl,T = {Ti, Tj , Tk}, Lzl,F = {Fi, Fj , Fk}??
???????????? 1????????????????????????? 0????
???????? 2???????????????????????????? 1??????????
???? NP??????k ≥ 1??????????????????????????????????
???? k − 1????????????????????????????









S ⊆ 2U???? k ≥ 1????????????????? U ????? H ⊆ U ???????????
???????
• |H| = k?
• ∀U ′ ∈ S,U ′ ∩H ̸= ∅?
?????????? S ??? U ′ ?????U ′ ??????????? 1?? H ???????????
H ????????????
????????|U |??????? k = |U |2 ?? NP???????????????
???????????? U ? S ?????????????? V = A ∪ B ????????????
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?????????U ??????????????




Ls = {u | u ∈ s} ∪ {cs,1, cs,2, . . . , cs, |U|2 −1} (s ∈ B)?
????????? x?????? U ???????????????????????????????
??????????????????? |U |2 − 1?????????? 5???????????????
???????????????????? X ???????????????????
U = 1, 2, 3, 4,
S = {{1, 2}, {2, 3, 4}, {2, 4}, {1, 4}, {3}}.
? 5 ??????????????
?????????????????k = |U |2 ???????????????????????????
????? |U |2 ??????????????????
?? 2. k = |U |2 ?????????????????????????????????????????
? |U |2 ????????????
??. ???????????????????? U ????????????????????????
????? B ??????????????????? B ???? 1?????????????????
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????? |U |2 ?? A??????????????????????????????????????
?? |U |2 ??????????????????????????????????
|U |
2 ??? B ????
??? 1??????????????????????B ??????? 1???????????? |U |2
????????????????????A????? |U |2 ?????????????????????





n???????????? {v1, . . . , vn}?????????????????????????????
?????????
• (v3i+1, v3i+3) (i = 0, 1, . . . , ⌊(n− 1)/3⌋ − 1)?
??????????????????????????????????????????? k ≥ 1??
?????? k ????????????????? NP????????????? k = 1??????
??????????? k ≥ 1????????????????????????
?????3-SAT???????? 3-SAT????????????????? 2??????? 1??
?????????????????????????????????????????
??? x0, x1, . . . , xn−1 ??????????? 3n????????????????????3-SAT?
?????????????????????????? 1??????????????????????
??????i = 0, 1, . . . , n− 1?????v3i+1, v3i+3 ??? xi ??v3i+2 ????? xi ??????
???????????????????
1. k = 0, 1, . . . , n− 1??????? v3k+1, v3k+2, v3k+3 ???? Tk ???????????
2. ???? c???????????????????? (?????????) ??????????
?????????????????????????????????? 1???????????
??c? 3?????????????????????? 2? Cc,0, Cc,1 ??????????2?
?????????????????????? 1? Cc,0 ???????????
3. ?? 2?????????????????????????????? 1????????
? 6????????????????? 2??????? 1?????????????3-SAT????
??









??????? (????????) ? 1??????????????????????????????
?????????????????????????? 2??????????????????? vi ?
??????????????????? vj , vk ?????vi, vj , vk ??????? 1?????????
????????????????????? 2??????????????? 2???????????
???? 1?????????3-SAT???????????vi, vj , vk ??? T ????????????
???????????????????vi, vj , vk ???????????????????? 2?????
3??? 1?????????????????????????? 0???
???????????????????????????????????? 1???????????
??? NP??????k ≥ 1???????????????????????????????????
??? k − 1????????????????????????????
?? 3. ?????? k ≥ 1??????????????????????????????????? k
?????????????? NP??????
3.4 ????????????????
???????????????????????????????? L1, L2 ????????????
?? L1 ? L2 ??????????????????????? x? x ∈ L1 ???? Yes???? x ∈ L2
????? No????x? L1, L2 ???????????????????? (????????????
??) ??????????????????????????????????????????????
?????
?? 4. [6][7] ????? g > 1????????? c????????? H ??????????H ? c
????????????H ????? gc????????? 2???????????????????
?? P ̸= NP?????????????
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????????????? g ???? c???????? gc?????? NP???????????
???????????????????
? 1. [6][7] ????? g > 1??????? g ????????? c??????c??????????
?? gc???????????????????? P ̸= NP?????????????
??????????????
?? 5. ???????????????? g > 1??????????????????????? OPT
??????????? ⌊OPTg ⌋???????????????????????????P ̸= NP???
??????????
??. ????? g > 1??????? 4????????? c??????? c???????? G??
?????????????????????????????????????
• ??? G?
• ∀v ∈ G(V )?????v ?????? Lv = {1, 2, . . . , gc}?
?????G? c?????????????????????????????????? g ??????
???????????????? ⌊OPTg ⌋????????????????????????????
???????????????????????? 1????????????????????? gc?







??? G??????? Q?? q ??? v ?????N+(v) := {x | (v, x) ∈ E(G), x /∈ V (q)}????
qi, qj ∈ Q???qi ̸= qj ????G(E)?????????? qi ?????????? qj ???????
????????qi ? qj ????????E(qi, qj)????
2 ????? E1, E2 ?????E1 ??????????E2 ????????????????????
E1 ? E2 ????????????
???????????????? i, j, k ?????????????????????????????
?????????????







??. ?????? G???? V = {v1, . . . , vn}???n? 3????????????????????
?????
V1 = {vk ∈ V | k ? 3??????? 1},
V2 = V1 \ V1.
?????????????????????????
(v3i+1, v3i+3) (i = 0, 1, . . . , ⌊(n− 1)/3⌋ − 1)
??????????????????????????????????? V1????????? V2 ?
????????????V1 ???????? V2 ????????????????????V1,V2 ???










?? 4. ??? 2???? G = (V,E)????????????? H = (V,E′)??????













for all qi ∈ Q do
qi ??????????????????????
end for
for all qi ∈ Q do
for all qj ∈ Q do
GB = (V (qi) ∪ V (qj), E(qi, qj))????
GB ??????????? Ehalf ?????
for all e = (u, v) ∈ E(qi, qj) do
u, v ??????????????? Cˆu,v ????
if e ∈ Ehalf then
Cˆu,v ????qi ??????????qj ??????????????????
else if e ∈ Eˆ \ Ehalf then






??. E′ = ∅??????? 2???? G?????????????????????????????
???????????????????????????????????????????? (????
??????????????????? 2?????????)?????????? E′′ ???????
??????????????????????????????????????? 1?????????
?????????????????????? 1????? E′ ????????????E′′ ? E′ ???
?????????????????????????????? 1??????????????????
????? E′ ????????? H ?????????? v ∈ V ????{
dG(v)+1









????????? 8??? 14???????? 1????????????? 2???????????
???????????????




? 9 ???????????????? 2?????? qi, qj?
??. ?????? 1??????m = |E|???????????????????? O(n · nm)????
2 ????????? O(n2m)??????? (??????) ?????? O(m) ???????????




???????, ∀qi, qj , qk ∈ Q,E(qi, qj)? E(qi, qk)??????????????? (qi, qj)??????
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? 10 qi, qj ?????????????
? 11 qi, qj ?? 2?????
? 12 qi, qj ?? 2?????????????
17
? 13 ????????????????
? 14 qi, qj ???????????????????????
??u ∈ V (qi)???????????????????N+(u)???????? G??????????
??????????????N+(u)?????????????????????u ∈ V (qj)?????
????????????????????????????????????????????????
???





































??? G??????? ω(G)????? ω(G) = χ(G)??????? G??????????? I ?
????ω(I) = χ(I)??????? G???????????????????????????????
???????????????????? [8]???????????????????????????
????????????????????????
?? 7. ????????? [9]?Kn ? n????????????n?????? G = (V (G), E(G))?











H ??? n ≥ 5??????????????????????????????? G????????




??. n??????????? S ????????????n = 5????????? 5????????
??5??????????? 3??????????????????????? 1??????????
??????? v ?????????????????????????????????????????
v ????????????????????? 3??????????????????????n ≥ 7?
????????????????????? K ????? ⌊n/2⌋????S ?????????????
???????????????????S ??????? n − 3 (????? Kn ?????? 2???)
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Algorithm 2 ????????????????????
if G? 2?????????????? then
?????????????????????
end if
for (a, b) ∈ E(G) do
S ← {(a, b)}?
E∗ ← ∅?
while S ̸= ∅ do
(c, d)← S ??????????
K ← N(c) ∪N(d)
for e ∈ {(u, v) | (u, v) ∈ E(G), (u, v) /∈ E∗, (u, v) /∈ S, u ∈ K, v /∈ K} do
S ← S ∪ {e}.
end for
E∗ ← E∗ ∪ {(u, v) | (u, v) ∈ E(G), u ∈ K, v /∈ K}?
end while





????????????? n− 3− ⌊n/2⌋+ 1 = ⌈n/2⌉ − 2?????????????????????
?????????????????????????????????????????????????
?????K ??? ⌈n/2⌉ − 2??????????????????????K ???????????
??K ????? ⌈n/2⌉ − 2??????????K ????? ⌈n/2⌉ − 2????????K ?????
???????????K ????? ⌈n/2⌉ − 1 = ⌊n/2⌋??????????????????????
????? 2???????????? 2????????????????????????? n− 4??
?????? 1??????????????????n = 7?????????????????????






?? (u, v)???????????? N(u) ∪N(v)???????? 2????????????????
????????????????????? 2????
?? 6. G???????????????? 2????????G?????????????????
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????????
??. ???????? 2????????????????? 2???????????????????
???????????????? 2????????????????????????????????
????????????S ? 1???????? E∗ ????????????while?????? |E(G)|
?????????while????? for?????? |E(G)|????????????????? 2??
??? O(|V (G)|) +O(|E(G)|3) = O(|E(G)|3)????
???G?????????????????????? 2???????? 1???? Q??????
?????G? 2??????????????????????? 2????????????????
?????????G????????????? 3?????????????????????????
????????(a, b) ∈ E(G)??????????????????????????????????
??????
S ????? {(a, b)}?????????????? (a, b)??????????????????K ??
(a, b)?????? 2?????? qa, qb ∈ Q???????????????E∗ ??? S ???????
??qa ???? qb ????????????????????????????S ????????? (c, d)
??????????????K ?? (c, d)?????? 2??????????????????E∗ ??
? S ????????????(c, d)?????? 2?????????????????????????
??????????????????????????? 3?????????????????????
?????????? qi, qj ?????????????? qi, qj ???????????????????
????????????????????? S ????????E∗ ??????????????????
?????G????????????????????? H = (V (G), E(G) \ E∗)??????????






??????????????? i, j, k ??????????????????????
∀qi, qj , qk ∈ Q,E(qi, qj)? E(qi, qk)????????.
??????????????N+(v)?????????????????? 1????????????
???????????????????????????????????????
∀qi ∈ Q,∀v ∈ V (qi), |{q ∈ Q | ∃u ∈ N+(v), u ∈ q}| ≤ 1.
?????????????????????????????????????????????? k-??
?????????????







??? k ????????????????? 2-????????????????????⌊OPT4 ⌋???
??????????????????
???????k-????????????????????? NP???????????NP????
[10]??????????????? 3????????????? (3???????) ?? 2-?????
?????????????????????????????????????
3???????????? G???????Kn ? n = |V (G)|????????????G?????
????? H = (V,E)??????
V = V (G) ∪ {x, y, z},
E = (E(Kn)\E(G)) ∪ F,
F = {(u, v) | u ∈ {x, y, z}, v ∈ V }.
???????? H ??G??????????????????????? 3???? x, y, z ?????
?????x, y, z ????????? 15??? 20??G?? H ??????G???? 3??? H ??
?? 2-?????????????????
? 15 ??????????? G? ? 16 G? 3???
? 17 G????? (??????????)? ? 18 G????? (????)?
?? 10. G? 3???????????H ? 2-????????????????????????
??. ????? x??????????????????? x????????????????x, y, z ?
????????????????H ??????????? 3????????????????????
x, y, z ????????????????????? v ????????????? x, y, z ???????
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? 19 G?????? x, y, z ??????? H? ? 20 H ???? 2-?????????
???|{q ∈ Q | ∃u ∈ N+(v), u ∈ q}| ≥ 3????2-?????????????????????2-???
??????????????????? x, y, z ???????????????????????????
??qx, qy, qz ????????????G? 3???????????H ? 2-?????????????
????????????????
G? 3??????????G?????????? 3??????X,Y, Z ????????????G
????????X,Y, Z ??????????????????????????????????X ??





???? H ???????? 1?????x, y, z ??????????????????????????
?????????????????????qx, qy, qz ????????? 3?? a, b, c?????????
?????????????? v ????? (G?????????H ?????????????)???
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